Institut Supérieur du Numérigue
1°" Année S1 Analyse

Chapitre 111,

Dérivées et applications

I111.1. Définitions générales

Définition 3.1. (Dérivabilité). Soit y = f(x) une fonction continue et xo € Ds. On dit que la

fonction f(x) est dérivable au point xo si la limite
lim f(x0+hr)]— f(x,)

h—0

existe.

Cette limite est appelée la dérivée de f au point xo. Elle est notée f'(xo). Ainsi
. 00— f(x
X=X X— XO
Définition 3.2. Soit f(x) une fonction et I cDs un intervalle. Si f ‘(x) existe pour tout x&l, on
dit que f est dérivable sur I. La fonction f '(x) est appelée la dérivée de f (sur I).
df d dy

Autre notation : la dérivée de f(x) est aussi notée f '(x) = d—(x) = f(x)= i ou encore 1’
X X

Exemples
1. Soit f(x) =7, alors f'(x) = %i

2. Soit f(x) = 5x + 3, alors

m LD i 77 i © — im0 = 0
h—>0 h h—>0h  h->0

von . fx+h)—f(x) . 5(x+m)+3—-0GBx+3)  5n
fo=im—— ~i% i =i T e
3. Soit f(x) = x2, alors

oo fe+)—fG) . (x+h)2-x? 2xh+h® B
F00 = = = i = g = (2 4 ) = 28

4. Soit f(x) = /x, alors
f(x+h)—f(x)_l, \/x+ Vx+h—+x . Vx+h—Vx)(Vx + h+Vx)

'(x) = lim =lam s
160 = fim 7 i SO MR VD)

h
= lim
PSR R AN \r+ Vz x/_+\/_ z«z
En général, si f(x) = x",r € IR, alors f'(x) = rx"~1

5. Soit f(x) = sinx, alors

) = I sin(x+h)—sinx_l_ 12 ) (x+h—x) (x+h+x>
fee) = lim h T\ )T
. (h
’ 12 (h) (2x+h)—l' Sm(i) (2x+h)_
= lim— sin 2)cos|— = lim 772 cos (— = cosx

6. Soit f(x) = cosx, alors f'(x) = —sinx
7. Soita >0, f(x)=a% alors f'(x) =a*lna;sia=e, (e*)' =e*
8. Soita >0, f(x)=Ilog,x,alorsf'(x) = ﬁ; sia=e, (Inx)'=-
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Application : équation de la tangente a un graphe
Soit f(x) une fonction continue et P(a ; f(a)) un point du graphe de f. Alors 1’équation de
la tangente au graphe de f passantpar Pest: y = f'(a)(x — a) + f(a)

Régles de calculs
Soient f et g deux fonctions derivables sur I. Alors

1- 1 (af +Bg)' =af '+ By’
-1 (fo)y=fa+fg"
3- :Sig(x)#0, (g)rzfgg—zfg'

4- :SirelR, (f7) =rf'frt

Exemples
a4 3 3 s 3 4 1 6
*- f(x) = 5x* — cosx + \/E—x—2+6, alors f'(x) = 20x° + sinx + ==+ 3
5 , 4 4) X _ X 55 4 4_,5
. f(x) = xel:x, alors f'(x) = (5x lnx+xe)2i e*xSinx _ 5x lnx+:; xSinx
*_ _ , _(cosx)?+(sinx)? 1 _ 2
f(x) = tanx alors f (x) = co? = o 1 + (tanx)
* f(x) = Vx* +x, alors f'(x) = -
5- Fonction composée : (f(g(x))), = f'(g(x)) X g'(x)
Exemples
v f(x) = sin (x°), alors f'(x) = 5x*cos (x°) d’ou (sinu)’ = u'cosu
v f(x) = cos (x3), alors f'(x) = —3x?sin (x3) d’ou (cosu)’ = —u'sinu
v f(x) =3, alors f'(x) = 5x*3*"In3 d’ou pour a > 0 on a
(@) = —u'a%lnaetsia=eona (e*) =u'e*
— 2 ! — 2x PR
v f(x) =logs(x* + 3),alors f'(x) = EIOTET d’oupoura >0ona

p___u Py = [
(log,(w))' = ——etsia=eona (lnw)' = ”
6- Fonction réciproque (inverse)
Soit f une fonction est bijective et f ~* (y) sa fonction réciproque.
On suppose f'(x) # 0. Par définition de f %, ona (fof 1) (y) = y et en dérivant par rapport

ay,ontrouve f'(f (). (f "H'(y) = 1 ce qui donne

1
FH'» =

1
FEo)  f@

En particulier,
. r 1 i . r ur
(arcsinx)’ = = (arcsinu) ==
-1 —urs

I . ! —
(arccosx) = 7= (arccosu) —

r_ 1 . P _w
(arctanx)’ = il (arctanu)’ = Py
Exemples
6
v _ .5 2 / — 4 2 X
f(x) = x°arctan(x* + 3), alors f'(x) = 5x*arctan(x* + 3) + T3
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x? 3
v _ e arccos &%) '(x) = -
fOO) == alors f1(0)

v f(x) = arcsin(x? — 3), alors f'(x)?
7- Lafonction f(x) = (u(x))"™
On pose f(x) = e!n ) = gv@In D et p. = {x € IR | u(x) > 0}
Notons que (u(x))”™ n’a de sens que si u(x) > 0. La dérivée vaut alors

fl(x) = (v’(x) Inu(x) + Z(—);D eV In(u@) — (v'(x)lnu(x) + %) (u(x))*™

Exemple. Calculons 1’équation de la tangente au graphe de la fonction f(x) = x
au point P(z; 1).
Ona Dy = IR} et

sinx

f'(x) = (cosxlnx + %) esinxinx — <v'(x)lnu(x) + Z(—B) xStnx

En P(z; 1) on obtient /°(x) = —In z. L’équation de la tangente est donc
y=—-Inn(x—n)+1=—xlnt+1+ninrw

8- Dérivée des fonctions implicites

Toute relation de la forme F(x, y) = 0 définit une fonction implicite y = y(x). On a peut

calculer la dérivée de cette fonctions en un point donnée sans trouver explicitement la

fonction y.

Exemple 1. Calculons la dérivée de la fonction implicite y définie par la relation suivante:
x*+y*—x2y2+5=0

On dérive par rapporta x :

4x3 + 4y3y' — 2xy? — 2x%yy' = 0= y'(4y3 — 2x%y) = 2xy? — 4x3
. ; _ 2xy?—4x3
dou y' = 1y 2x7y

Exemple 2. Ecrire I’équation de la tangente au graphe de la fonction implicite y définie par la
relation suivante au point P(1,1) :

2x2—y3+lnxy—1=0
On dérive par rapporta x :

1
+xy’' 1 1 —4x —
4x—3y2y’+y 4 =O=>y’<——3y2)=—4x——=>y’=—x
Xy y X 1 2
__3y
y
. , -4-1 5
La pente au point Pest: y'(1) = — =

D’ou I’équation de la tangenteest: y = y'(1)(x —1) + 1 = ;(x -1+1

Dérivées d’ordres supérieurs
Si f'(x) est elle- méme dérivable on note :

7 2
') =(f(x) = % la dérivée seconde ou la dérivée d’ordre 2
f®w) = (f”(x))’ = &L 13 dérivée d’ordre 3
dx3
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n

f™(x) = ( f ("‘1)(x)) = g la dérivée d’ordre n

Si £ existe et est continue sur | on note £ € C™(I) et ’on dit que f est n-fois continument
dérivable.

111.2. La réqgle de Bernoulli-I’Hospital

Théoreme. (Regle de Bernoulli- I’'Hospital). Soient f, g deux fonctions dérivables sur
| =]a; b[ telles que pour tout x €1 on ait g(x) # 0 et g'(x) # 0. Supposons que
. limf(x) =lim g(x) =a, avec a = 0 ou o

x—-a

x—0

lim 200 _
x—a g/(x)
Alors lim —= 1) =L
x-a gx
Exemples.
1- lim 3% H im < = cos0 =1
x-0 X x—0
. x_l X
2- limE—H lim<&=el=1
x—0 X x—0 1
3_ lim 1-cosx g lim sinx H lim COSX — cos0 — 1
x>0 X2 T x50 2x T x50 2 2 2
A- 3x24+5x+6 6x+5 Hl 6 __3
X300 2X2—3%X+2 T x—00 4x—3 x—>oo4 _2
3x24+5x+6 6x+5
5- lim —/——=H |im Hlim 2 =0
X—+00 ex x—>+oo e*¥ Tx—+oo ex
. 1/x
6- lim xlnx = lim 228 lim =2 = 11m L(—x) =0
x-0% x—-0t 1/x x—0+ —1/x2
7- 1) lim xsin= ; 2)lim(e* +x)*'*
X—>+00 X x—0
. 1 1 1
8- 1) lim(cos—)* ; 2)limf — ——
X—>+00 X x-1\ In X X—1
1 1 )
9- a) Ilm(— - . b) lim (1+2x)"
X—>+00

X e*-1
Expressions indéterminées de la forme : «°; 1% ; 0°

On Iéve I’indétermination de la forme o0? ; 1® ; 0° en procédant comme suit :
- On applique la formule : u? = e™ @) = eVInu poyr les transformer en une expression
de la forme = ou %
- On applique alors la régle de ’Hospital pour calculer la limite

Exemples.
1 In (3% inx 1
1- % lim xx = lim e = lime>* 2 limex=¢e%=1
X—>+00 X—+o00 X—>+o00 X—>+00
1 % Inx 1 -1
2- 1% :limx1—+* = lime™ '™ = lime1-x*2  lime=2* = e¢7
x-1 x—-1 x—-1 x—-1
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Insinx 2
b — —x“cosx

3- 0° llm(smx)x—llmel”(s””‘) = lime*"™"* = lime x* ? lime smx =

x—0 x—0 x—0

T

—XCOSX

]imesinx/x — eO/l =1
x—0

In (e¥*+x) eX+1
X . B
4- 0 : lim (e* + x)x = lim eln (e 07 lime » 2 limedfx=el=¢e
X—+00 x—+00 x—+00

5- 1%°:lim(1+ xz)x =1
x—0

111.2. Etude de fonction

Monotonie
Dans toute cette section, f(x) désignera une fonction continue sur son ensemble de définition
Théoréme. Soit f une fonction continue sur | = [a; b] et dérivable sur Ja; b[. Alors

o festcroissante < f'=>0surl]a;b[
o festdécroissante « f' < 0sur]a; b[
De plus, si f"> 0 (1'<0), alors f est strictement croissante (strictement décroissante).
Exemples
1. Soit f(x) = 5x + 3, alors f'(x) = 5 donc f est strictement croissante sur IR
2. Soitf(x)=x%2—6x+7,alorsf'(x)=2x—6,0naf(x)>0=2x—6=>0=>x>3
donc f est croissante sur [3,+oo[ , f est décroissante sur |—oo, 3]

Points critiques
Définition. Soit x, un point du domaine de définition de la fonction f

e Xo est un point stationnaire de fsi f'(x,) =0
e Xo est un point critique de f si Xo est un point stationnaire de f (f'(xy) = 0) ou f'(x,)
n’existe pas
Exemples
1- Soit f(x) =x%2—6x+7,alors f'(x) =2x—6,0naf(x) =0 22x—6=0=>x =3,
d’ou 3 est un point stationnaire de f et donc estun point critique f.
2- Soit f(x) = Vx2% — 4, alors f'(x) =

stationnaire de f. D’autre part, f'(— 2) et f '(2) n’existent pas. Donc les points critiques de
fsont-2,0et 2.

) =0 = x =0, d’ou 0 est un point

Extremum local (relatif)
On dira extremum pour maximum ou minimum.
Définition. Soit xo est un point critique de f
e Xo est un maximum local (relatif) de f s’il existe un voisinage de Xo : Ve =]Xo—¢ , Xo+e[
tel que f(x) = f(x,) pour tout X €V,
e Xo est un minimum local (relatif) de f s’il existe un voisinage de Xo : Ve =]Xo—¢ , Xo+e[
tel que f(x) < f(x,) pour tout x €V,
La condition nécessaire et suffisante pour avoir un extremum en x0 est donnée par le
théoréme suivant :
Théoreme. Soit f(x) une fonction dérivable dans un voisinage de xo mais pas nécessairement
en Xo. Alors
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Xo est un extremum < f'(x) change de signe en Xo.
Plus precisement si
e f'(x) <0 pourx < x, etf'(x) >0 pourx > x, alors Xoest un minimum local de f

e f'(x)>0 pourx<x, etf'(x) <0 pourx > x, alors Xoest un maximum local de f
Exemples

1- Soit f(x) =x%2—6x+7,alors f'(x) =2x—6: f(x) =0 =>2x—6=0=>x=23
3 est le seul point critique de f. Comme f'(x) < 0 pour x < 3 et f'(x) > 0 pour
x > 3 alors 3 est un minimum local de f

2- Soit f(x) = x3, alors f'(x) = 3x? : f'(x) = 0= x = 0; 0 estun point critique de f
mais f'(x) > 0 pour x # 3 alors 0 n’est pas un extremum local de f
Un point stationnaire n’est pas necessairement un extremum

3- f(x) =3x>—5x3+1,alors f'(x) = 15x* —15x%: f'(x) =0 = 15x%2(x2 - 1) =
0=>x=0,x=—-10u1l donc les points critiques de f sont -1, 0 et 1.
Tableau de variation
X —00 -1 0 1 + oo
(k) f'(=2) =180 | f(—1/2) =-45/16 | f'(1/2) =-45/16 | f'(2) = 180
A + - - +

Donc f est croissante sur ]—oo,—1] U [1, 40|, f est décroissante sur [—1, 1]
e -1 est un maximum local de f

e 0 n’est pas un extremum de f

e 1 est un maximum local de f

4- f(x) = x3(x3 — 1)%/3

Un cas particulier de ce theor eme est le suivant :

Proposition. Soit f une fonction continue et xo un point stationnaire ((f'(x,) = 0)).
(1) Si f""(x) > 0 , alors xo est un minimum local.
(2) Si f""(x) < 0 alors xo est un maximum local.
(3) Si f""(xy) = 0 alors xgest un plat.

Extremum global (absolu)

Définition. Soit xo est un point critique de f

e Xo est un maximum global (absolu) de f si f(x) = f(x,) pour tout x € D¢
e Xo est un minimum global (absolu) de f si f(x) < f(x,) pour tout x € D¢

Remarque. Un extremum global n’existe pas toujours sur IR.
Exemples
1- f(x) =x3%o0na lirp f(x) = +o0; et lim f(x) = —oo; doncf n’est pas de
X—+0o X—>—00
extremum global
2- f(x)=x*—6x+7,0na hrf f(x) = +o0; et lim f(x) = +oo; doncf aun
X—+ 00 X—>—00
minimum global mais n’a pas de maximum global
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3- f(x) = %747 ,ona hm f(x) = 3; donc f aun minimum et un maximum global

Extremum global sur | = [a; b]
Pour determiner les extremums globaux sur un intervalle ferme | = [a; b]:
e Determiner les points critiques de f dans intervalle ferme | : x1, X2, ...
e Calculer les images des points critiques: f(x1), f(x2), ...
e Calculer f(a) et f(b),
e Comparer les images

Exemple
Determiner les extremums globaux de f dans Iintrvalle [-1/2 ; 2] : f(x) = 3x° — 5x3 + 1.

Onaf'(x) =15x*—15x%2: f'(x) =0 =2 15x?(x?-1)=0=>x=0,x =—-1oul
D’ou les points critiques de f dans I’intrvalle [-1/2 ; 2] sont O et 1.

fO) =1; f(1) =-1;f(1/2) =15/32¢et: f(2) = 57

Donc le maximum global est le point (2,57) et le minimum global est (1,-1).

Courbure et point d’inflexion

Définition. Soit f € C%(1), 2-fois continument dérivable.
e festdite convexesurlsif'(x) =0 pourtoutx €l
e festdite concavesurlsi f''(x) <0 pourtoutx €l
e Xo €Dsestun point d’inflexion de f si f''(x) change de signe en xo.

Exemples

1- Soitf(x) =x2—6x+7,alorsf(x)=2x—6=f (x)=2>0.
Comme f"'(x) > 0 pour tout x € IR alors f est convexe sur IR

2- Soit f(x) = x3 —6x% + 7,alors f'(x) =3x2 —12x = f'(x) = 6x — 12,0na

ffX)=0=26x—12=0=>x = 2.
Comme f"(x) < 0 pour x < 2 alors f est concave sur |—o,2 [et f"'(x) >0
pour x > 2 alors f est convexe sur ]2, +oo[ et donc 2 est un point d’inflexion f.

3- Soit f(x) = x*—5x + 1, alors f'(x) = 4x3 — 5= f"(x) = 12x?,

onaf’(x) =0 = x = 0, mais 0 n’est pas un point d’inflexion de f car f''(x) = 0
pour tout x € IR et donc f est convexe sur IR.

111.4. Développement limité

Théoreme (Approximation d’ordre n).
Soit f une fonction n-fois continlment dérivable sur I, f(x) € C"(l), et a €1 un point intérieur
de I. Alors

" 3) m
£ = f@ + @G-+ E D ap + LD L g g py 0
Avec )1613611 e E:C))n =
*- Le polyndme
7
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" (3) (n)
1@ = F@+ @6 -0+ 2 -t + LD e LD e

est appelé le développement limité d’ordre n de f(X) au point a.
*- La fonction Rn(x) est le reste

Exemple 1.

f(x) = cos x. Le développement limité d’ordre 4 de f(x) au point O est

f“’) FE0) , @0

f(x) =f(0)+ f'(0)x + x% + TRy x* 4+ Ry(x)
140t x4 +1 Y+ Ry (x)=1 b Lt iR
= Xt x? 3|x i 4(x) = 2x 24x (%)

Exemple 2.
f(x) = e?* . Le développement limité d’ordre 4 de f(x) au point 0 est

") @0 @0
f(x)zf(0)+f(0)x+f +f 3'( )x3+f 4'( )x4+R4(x)
8

4 16
—1+2x+2x +§x +Ex + R,(x)

4 2
=1+2x+2x2+§x +§x + R,y (%)

Série de Taylor
Si f une fonction continlment dérivable d’ordre infini (f €C~(l) ) et si Ry(x)——0si n—>co
pour tout X €1, on obtient la série de Taylor en a qui converge vers f(x) :

Exemple 3.

f@)=e*.0na f(0)=1; f(0)=1; f'(0)=1; fPO)=1;..; fH0) =1
Le développement limité d’ordre n de f(x) au point O est
1 1 1 1
flx) = 1+x+2x +§x +Ex +.. +—x + R, (x)
Donc la serie de Taylor de fest

(o]

— 1 Xk
fx) =e e
k=0
Exemple 4.
f(x) =sinx.0Ona f(0)=0; f(0)=1; f(0)=0; fP0)=-1; fP0)=0; fO0) =1
Le développement limité d’ordre n de f(x) au point O est
1 1 1
f(x) =x —yx +§x X 7+ Ry(x)
Donc la série de Taylor de f est
i k
(-1 y2k+1

f(x) = sinx =
£ 2k + 1))

Exemple 5.
De méme, la série de Taylor de f(x) = cosx est

f(x) = cosx = Z Zk)'
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TD N°3 : Deérivées et applications

Exercice 1. Calculer, lorsqu’elles existent, les dérivées des fonctions suivantes :

3

Dy= ZW —Yx5+3 - ok 2)y =In(3 +sin5x); 3)y = sin(exz); 4) y = 3tandx
5)y =In(lnx); 6) y = (x2 + cos2x)° sin(e™3* + 5x); 7) y = arcsin(4 — x2);

eV cos (x3) _ __arccos (1 —e™)

;10
)Y In V1 + x2

Exercice 2. Etudier la continuité et la dérivabilité pour les fonctions suivantes :
1 fl(x) =lx—1] ; 2)f(x) = x|x|

1
2 . _ .
4) f(x) = {X"sin six#0

;1) y = (x% 4 1)t

8)y = arctanvx;9) y = <3

)’

3) f(x) = {X¥€0S 3 six#0 .
0 six=0 0 six=0
Exercice 3. Montrer que :

1) La fonction y = e*sinx vérifie la relation: y”" —2y'+ 2y =0
2) La fonction y = e *sin2x vérifie larelation: y"” +2y' +5y =0

Exercice 4. Calculer les dérivées des fonctions implicites y suivantes:
D x*+yt=x%y?; D)x3+y3+x2y2—e¥ =0 ; 3)2ylny=x; 4)y=1+xe”
Exercice 5. Ecrire I'équation de la tangente a chacune des courbes au point indiqué :
1)y = arctan2x . M(0.0) ; 2)y = cos2x —In(1+ sinx). M(m.1);
Nx2+y?+2x—6=0. M(—1.3)

Exercice 6. Calculer, a I’aide de la régle de L Hopital, les limites suivantes :

X - X 1
D) timE 1 ;2 lim 17X 3y gim X gy 4im & 25y dim (x— In(x? +1)); 6) lim x(e* ~1) ;
x=>0 SIN X x—0 X x>zt X — 7T X—>+0 ¥ X—>+00 X—>+00
7)lim@+sin ) :8)lim &2~ 2*: 9 fim (cos ) :10) lim (£~ —2); 11)lim( - — <253,
x—0 x—0 X —SINn X X—>+o0 X x>0 X SIN X x=0 " X

Exercice 7. Trouver les intervalles de monotonie, les intervalles de convexité et de concavité,
les extrémums locaux des fonctions suivantes:
1Dy =3x*—4x3; 2)y=x%"%; 3)y=3x%3 - 15x%/3

Exercice 8. Trouver les minimums et maximums absolus des fonctions suivantes:
Dy=-3x*+6x?—1sur [-2.2];2)y = 2x® — 15x% + 36x sur [1.5]

Exercice 9. Soit f : IR — IR la fonction définie par f(x) = x> — 5x + 1. Etudier les
variations de f et en déduire que I'équation x> — 5x + 1 = 0 a trois solutions réelles.

Exercice 10. Donner le développement limité d'ordre 5 de f au point O et déduire la série de
Taylor de fen 0.

1
Dfe)=e¥ ;5 2)f(x) =sin2x; 3)fC)=x+1) Hfl)=——7
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