Institut Supérieur du Numérique Année 2025-2026
Corrigé TD-2: Algéebre

Exercice 1
Soit E= {1, 2, 3, 4} et R la relation binaire sur E dont le graphe est {(1, 1), (1, 2), (2,1),
(2,2), (3,3),(3,4),(4,3), (4, 4)}
1. Vérifier que la relation R est une relation d’équivalence.
2. Faire la liste des classes d’équivalences distinctes et donner 'ensemble quotient
E/R.
Corrigé:
1.
G{(1,1).(1,2),(2,1),(2,2), (3,3),(3,4), (4:3), (4, 4)}
o Réflexive: Vx € E . xRx
on a
1,1MNEece1R1
22)EGe2R2
(3,3) EG=3R3
44) € Ge=4R4
D'ou R est réflexive
e Symétrique:
d'aprés G on a
(1,2) € Get (2,1) E G
(34)EGet 43)EC
D'ou R est symétrique
 Transitive:
comme (1,2) € Get (21) € G
D'ou R est Transitive

Donc R est une relation d’équivalence
2.

= |

=€ ={y € E/ xRy}

1={y €&/ 1Ry} ={1,2}
2={y € E J2Ry}={1,2}
3={y € E /3Ry}={3,4}

4={y € E/ 4Ry} = {34}
ER={{1,2}, {34}}

Exercice 2

On considére sur F(E, E) la relation binaire R définie par :
fRg ©3¢@€eS(E) telleque fop = @og

a) Montrer que R est une relation d'équivalence.



b) Décrire la classe d'équivalence d'une fonction donnée f € F(E, E)

Corrigeé:

a)

F(E, E) = {F:E - E}

fRg = 3o eSE)/fop = ¢@og

S(E) = {f:E - E/ f estbijective}

f estdéfinie sur F(E, E)

e Réflexive: VfEF(E, E). fRf
il fautque @ € S(E) et fop = @og
on prend ¢ =IdE, foIdE = IdEof => f=f =2fRf

= R est Réflexive

e Symeétrique: Vf.g € F(E, E) fRg Alors gRf.
fRg = 39 €S(E), foe = ¢gog

~1 -1 -1 -1

©¢ ofogeoe = ¢ o@ogo@
@S¢ of=gog ©gop =@ of S gRf

= R est Symétrique

e Transitive: Vf.g.he F(E, E) Si (fRg et gRh). = fRh
fRg © do €S(E), foe = @og
gRh © 3P €S(E) ,goy = Yoh
fop = @oge foeoy = @ogoy
S fopoy = @oYoh Onposepoy = O
S fod = doh = fRh

= R est Transitive

Donc R est une relation d'équivalence

b)

Cp={g €F(E.E)/fog}

1
fRg.= 39 €SE)/fop = 9og =g = ¢ ofoqg

Exercice 3
Soit R la relation définie sur R par: xRy < X - y2 =x-y
1. Montrer que R est une relation d'équivalence.
2. Déterminer la classe d'équivalence de pour tout réel x.
3. Déterminer I'ensemble quotient.
Corrigé:
1.
XRy & xz—y2=x—y
o Réflexive: Vx € R, xRx
onécritquex2 —¥=0 = x—x >x=x = xRx
= R est Réflexive



e Symétrique: Vx,y € R, Si xRy = yRx
2 2 2 2
XRy=>x —y =x —y&ey —x =y —x = YyRx
= R est Symétrique
e Transitive:Vx,y,z € R, Si (xRy et yRz) = xRz
2 2
XRy=>x —y =x —y (1)
sz:»yz—zzzy—z (2)
(1)+(2)=x2 — 7 =\x — z > xRz
= R est Transitive
Donc R est une relation d'équivalence
2.
x = {x' tel que xRx'}
1 2 12 |
={x'telquex — x'" =x — x'}
x —"xYx+x)=(x—-x")x1
x—xYx+x)—(x—x)Yx1=0
x—xYx+x"—1) =0
e x—x'=0 ou x+x'=1
©x'=x ou x'=1-x
X = {x,1 —x}
3.
E/R={{x, 1.—x}}

Exercice 4

Dans N on définit une relation < en posant m K n s’il existe k € N tel que n=km
Montrer que < est une relation d’ordre partiel sur N,

. Réflexive: Vn € N n<n

& 3k € N*telquen = kn
Pourk =1onan=1n =>n=n= n<n
= « est Réflexive

e Antisymétrique.'V n,m € N
simkKmetm«n) =n=m

>n<m=3k €N telquem = kn

> m«Kn = 3k EN*telquen = km
>n=kkn=>kk'=1=>k=k=1>=>n=m
= « est Antisymétrique

e Transitive: V n,m,p € N
sim<kmetm<Kp) =>nKp



n<m & Ik EN*telquem = kn
m<p Ik’ EN*telquep = k'm
= p = kk'n oukk' EN = n<p
= « est Transitive

Donc K est une relation d’ordre partiel sur N

Exercice 5

Dans R on définit une relation < en posant
x, <K, y)eox <x'ou(x=x" et y<y")
Montrer que < est une relation d’ordre sur R* . Est-ce une relation d’ordre total
Corrigé:
. (x=xety<y)donc(x,y) L (x,y)
« est réflexive.
(x, ) L(,y) (x<x'ou(x=x'ety<y’)
[(x',y') « (x,y) [x' <xou (x'=xety <y
& {xr< # o [ , < x" = [x = x"et ySY o [x'=_x' et Y'S y'
X <x xX'=xety <y L o xX=xety <y
x=x'ety<sy (x=x' e
=’[x’=xet y’Sya[y=y'=’(x'Y)_(x'y)
« est antisymétrique,
(x,y) « (x',y") x<x'ou(x=x"ety<y’)
(x',y") « (x",y") [x' <x"ou(x'=x"ety <y")
{x<x’ [ ' J:<x" ) [x=x’et ySy o [ f=x':9t J”SY'”
¥ <z X=x'ety<sy i< x'=x"ety <y
= (x<x)ou (x<x"ety <y")ou (x<x"ety' <y")ou(x=x"et y<y")
2x<x)oulx=x"ety<y")=20y) Kx",y")
<« est transitive,
Finalement < est une relation d’ordre (partiel).
Est-ce que cette relation est une relation d’ordre total ?
Considérons deux couples (x,y) et (x',y").
[l y a plusieurs cas :
Six < x"alors (x,y) « (x',y")
Six > x"alors (x,y") « (x,y)
Six=x"ety <yalors (x,y) « (x',y")
Six=x"ety >y alors (x',y") « (x,y)
Six=x"ety=y"alors (x,y) = (x",y") (ona (x,y) € (x',y") et (x',y") & (x,¥))
Tous les couples sont comparables, < est une relation d’ordre total.



Exercice 6
1) Montrer que les nombres entiers suivants sont composeés, c’est-a-dire non premier

NA=5"+4"  )B='—20m°+4,Vnez
2) Montre que
ayvne N 143" +57  pyvne N 11137 + 57 44
Corrigé:
1.
45 30 158 1023 15 10, 152 15, 10 10,2
i);‘ll=52 t4 =GN +t@¢) =6 +4)HXG) -6GH@E +¢@))
>

= A est composeés
2

H)BEn —20n" +4=n"—4n"+ 4 —16n° =(n°-2) — (4n)’
BZ(m -2 —4n)(n° -2 + 4n) =2
= B est composés

2,
avne N 143" 4 57

gint2 | g2t _ a2l (34)n +5 % (52)n
£9 x@BD)"+5 x (25)
S99 x (D)5 x1D)"  [14]
32 L g g ey AD" = 1211)" = 01)" =0 [14]

b)Vne N 113" +5" 4477

35n n 55n+1 + 4_5n+2 _ 35n 15 x 55n+ 4‘Sn %< 16

= (243)" +5 x (3125)"+ (1024)" x 16
Or243 = 1[11] ;3125 = 1[11]; 1024 = 1 [11]

=" +5 x ()+@M"x 16 [11]

n

3" +57 147 = (1 +5 + 16)(1)" = 22(1)" = 0(1)" = 0.[11]

Exercice 7

1) Trouvez tous les n € Z tel que«/lrlﬁ5 EN

2) Résoudre dans Z I'équationx — 1| x + 3
Corrigé:
1.
n + 4divise1ln — 5 11n — 5=K(n + 4)
1In — 5=11(n + 4) — 5 — 44
11n — 5=11(n + 4) — 49



11n-5

49

n+4 =11 - n+4
n + 4 doit divise 49
n+ 4 — 49 -7 -1 1 7 49
n — 53 - 11 -5 -3 3 45
1In — 5 | — 588 — 126 — 60 — 38 28 490
A1in—s 12 18 60 —38 4 10
n+4
iin5' |\/12¢ N |\18e¢ N |60 enN.| X 2€N |10 ¢nN
n+4
11n-5 .o
7 eEN Sin=3
2.
x/— 1divisex + 3 Ine z /2
x—1
x+3=x—-1+4
x+3 _ x—1 4
x—1 = x-1 + x—1
x-— 1 doit divise 4
-1 =4 [=-2 [-1 1 2
X -3 [-1 0 2 3
X 43 0 2 3 5 6
x+3 0 -1 -3 5 3
x—1
+3 .
—- €7 Six€{-3,-1027375}
x—1
Exercice 8

1) Déterminer le nombre de diviseurs de 10!

2) Sachant que 3285 = 25x123 + 210 trouver, sans effectuer cette division, le
reste et le quotient de la division euclidienne de 3285 par 123.

3) Montrer que. vn > 0, 6|5n3 + n

Corrigé:

1.

10l=10 X 9 X 8X 7X6X5%Xx4x3x2x1




I0!=5 X2 X3 X3 X2X2X2X7X3X2X5X2X2xXx3xX2
101= 7" x 5° x 3* x 2°

un diviseur K de 10 sera de forme

K=7"%x5x3x2" avec

a € {0,1} b € {0,1,2} c €{0,1,2,3,4} de€{0,1,23,4,5,6,7,8}
nombre de diviseurs de 10! est: (a + 1)(b + D)(c+ 1)(d + 1) =2 X 3 X 5% 8
Donc le nombre de diviseurs de 10! est: 270
2.

3285 = 25x.123 +210

a=qXxXb4r r<b

3285 = 25% 123 + 123 + 87

3285 = 26 x 123 + 87
3.

VnE0 6|57 + n
Initialisation. n =0 6|0
n=16|6

Hérédité: on suppose que 6|5k3 + k
et onmontre que 6 |5(k + 1)3 + (k+ 1)
Sk + 1)+ (k1) =5k +3k+3k+1) +k+1
5k +1)° + (k +1).=5k" + 15k" + 15k + 5 + k + 1
5(k+1)°+ (k+1) =5k + k + 15(k" + k) + 6

6 | 5k° + k d'aprés la récurrence

6|6
3115 et 2|k°+ k = 6]15(k" + k)
Conclusion ¥V n>0, 6| Sn3 + n
Exercice 9
Calculer le pgcd des couples
1.(120,230) 2.(210,135) 3.(211,112)
Corrigé:
1.(120,230)

230 = 1 x 120 + 110
120 = 1 x 110 + 10
110 = 11 x 10 + 0
PGCD (120,230) = 10

2.(210,135)

210 = 1 x 135 + 75



135 =1 x 75 + 60
75 =1 x 60 + 15
60 =4x15+0
PGCD (210,135) = 15
3.(211,112)

211 =1 x 112 + 99
112 =1 x 99 + 13
99 =7 x 13 + 8
13 =1x8+5
5=1%x3+.2
3=1x%x2+4+1
2=1X%Xx240
PGCD (211,112) = 1

Exercice 10
Soient a, b des nombres premiers entre eux. Montrer que :
1) a*(a+b)=b*(a+b)=1
2) (a+b)*ab=1
Corrigé:
1)a”(a +b).='b"(a +b) =1
ona a*b =1
PGCD(aya + b) = PGCD(a;a+ b—= a) = PGCD(a,b) =1
PGCD(b,a + b) = PGCD(b,a + b — b) = PGCD(b,a) = 1
2)(a +b)"ab =1
d=(a + b)"ab
=sd|(a+b) et d|ab
='dlab = d|a ou d|b
e Sidla onadla+ b
= dla+ b —a = d|b
=>d=1
e Sidlb ona dla + b
= dla+ b —b. = d|a
=>d=1

Exercice 11

Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) € N2 (a < b) tels que :
i) a*b=18 et a+b=2360

i) a*b=18 et ab=126



Corrigé:

i)

a =

a*b=18 et a+b=360
18a’ avec a' € N

b = 18b' avec b' € N

av

eca’"b' =1

a+ b=360 = 18(a' + b") = 360

= a +b =20 ona:a<b =2a<b

b'(19 |18 [17 |16 |15 |14 (4312 |11 [10
a1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b 342 324 | 306 | 288 | 270 | 252 | 234216 | 198 | 180
a|18._136 (54 (72 [90 [108 |126|144 [162 | 180

i)

a*b=18 et ab=126

a =18k avec k €N

b =18k' avec k' € N

aveck"k' =1

ab = 126 = (18k)(18k") = 126

= (18k)(18k") /= 126 = 324kk' = 126

v A6 7
= ki’ = 324 18
Ce quiimpossible car k, k' € N et 1—78 € Q

Donc il n'existe aucun couple




