Institut Supérieur du Numérique Année 2025-2026
Corrigé TD-3 Dérivées et applications

Exercice 1.
Calculer, lorsqu’elles existent, les dérivées des fonctions suivantes :

3/ 2 . . X tan5x
Dy =2\Vx" ; 2)y = In(3 + sin5x) ;3)y =sin(e’ ) ;4)y =3 ;0 Sy = In(lnx)
5 _
6)y = (x2 + cos2x) sin(e g 5x) ;7)y = arcsin(4 — xz);

—x sinx
8)y = arctan\/x ; 9)y == Cos(x) ; 10)y = arccosgel )y ;1) y = (x2 + 1)

cos3x ln\/I—I——xE

Corrigé:
—_ ’ 2 o — 4
Dy =2V &)= 7k
2)y = In(3/+ sin5x) = y' =

5c0s5x
3+sin5x
xz Xz Xz
3)y =sin(e ) = y' = 2xe cos(e )
4y =37 5y =3 @) stansn)’ + 5 (@) = P @)
1
xlnx

Syyi=In(lnx) = y =
2 S
6)y =(x + cos2x) sin(e + 5x)
4 . 2 _
= vy = (x2 + cos2x) [[5(2x — 2sin2x)sin(e M 5x) + (— 3e o 5)cos(e g 5x)

(x2 + cos2x) |

7y = arcsin(4 — X)) > y= _—sz
V1-(4—x%)
= = —
&)y arctan\/x y' = Thm, (1+x)
eﬁcos(x3) e “[CU;# - 3x25in(x3)] (cos3x) +3sinx( eﬁcos(x3) )
9 A CUSWX ) = L X
) y €0S3x y (COS3X)2
%lm/lﬂcz - marccos(l—eﬂ)

10) y = arccos(l—e ! N y, _ Ni-g-—e")
- 2
Im1+x (Im1+x5)

sinx sinx

1)y = (xz + 1) =y = (X2 + 1) (cosx ln(x + 1) + ZXSLTC)
x +

Exercice 2.
Etudier la continuité et la dérivabilité pour les fonctions suivantes :

Df(x) =]x — 1] 2) f(x) = x|x| ) f(x) = xcosi2 six#0,0six=0

4) f(x) =xzsin%six #0,0six=0

Corrigé:
Df(x) =Ix =1
fxX)=x—-1six=>21, f(x) =—(x—-1) six <1



lim f(x) = lim —(x—-1)=0

x—1 x—1

lim f(x) = lim x—-1=0
x—1" x—1"

lim f(x) = lim f(x) =0
x—>1" x—>1

Donc f est continue sur R
f est dérivableen1?

lim [@-r@ _ x-1-0 _
x—>1+ x—1 x—1

lim LQ-rf@ _ —en-o L
=1 x—1 x—1

Donc f n'est pas dérivable en 1
2) f() = x|x|
f(x) =x _six> 0, f(x) =— X six <0

lim fG)-= lim —x =0

x—0. x—0

lim f(x) = lim =0
x—>OJr x—)OJr

lim f(x) = lim f(x) =0
x=.0" x>0

Donc f est continue sur R
f est dérivableen 07
2

lim -&xtﬂgl— lim §—=0

-0 -

x—0" x=0"

2
lim %/;(0): lim —’;—z 0
x—0 x—0

Donc frest dérivable en 0

3) flx)= xcos%six #0,0six=20
X

lim f(x) = lim xcosi2
X

x—0 x—0
Ona: —1Scosi2£1 = —xchosLZSx = —x=<f(x)<«x
X X
lim —x < lim f(x) < lim x = 0< lim f(x) <0
x—0 x—0 x—0 x—0
d'aprés TG lim f(x)= 0
x—0
Donc f est continue sur R
lim %5(0): lim cosL2
x>0 x—0 x

Pas de limite Donc f n'est pas dérivable sur R
4) f(x) =xzsin%six #0,0six=0

. . 2 .
lim f(x) = lim x sm%
x—0 x—0

1 2 _ 2.1 2 2 2
Ona: —1<sin—<1 = —x Sxsin—<x = —x <f(x)<x

lim —x" < lim f(x) < lim ¥ = 0< lim f(x) <0
x—0 x—0 x—0 x—0



d'apres TG lim f(x) =0

x—0

Donc f est continue sur R

. —f(0 . .1
lim %f;(): lim xsin—
x—0 x—0
.1 .1 . ) .1 .
—1Ssm7S1 = —xstm;Sx = lim — x < lim xsmTSllmx

x—0 x—0 x—0

d'apres TG lim xsin% =0
x—0

lim L8O = 0 = f£(0)

x—0

Donc f est dérivable sur R

Exercice 3.

Montrer que :
1) La fonction y = e’ sinx vérifie la relation: y' =2y +2y=0

2) La fonction y = e sin2x vérifie la relation: y" + 2y' + 5y = 0
rrigé:

1y
X .
y = e sinx

, X . x
y' = e sinx + e cosx

y' o= 2¢ cosx

yr="12y" + 2y./= 2¢ cosx — 2¢ Sinx — 2¢°cosx + 2€ sinx = 0
Donc la relation est vraie
2)

=X &

y =€ sin2x

y' == e 'sin2x + 2e cos2x

y" == 3sin2x — 4e cos2x

y" 4 2y'* S5y =— 3e ‘sin2x — 4e cos2x — 2e sin2x + 4e cos2x + 5e-sin2x = 0
Donc larelation est vraie

Exercice 4.
Calculer les dérivées des fonctions implicites y suivantes:
Da' 4y =2y D+ Y eV =05 H2yly =x  4Hy=1+x
Corrigé:
4 4 2 2
Dx +y =xy
4x3 + 4y'y3 = 2xy2 + 2x2yy' = 4y'y3 — 2x2yy' = 2xy2 - 4x3
o 2xy2—4x3
y - 4_y3_2ny
2)x3 +y3 + xzy2 —eV=0

3x° + ?:y'y2 + 2xy2 + 2x2y'y — exy(y + xy) =0



v —3x2—2xy2+yexy

Y= 3y2+2x2y—xexy

3) 2ylny = x
2y'lny + Zy%y' =1
2y'lny + 2y' =1
y'(Q2ny +2)=1

y' - 2lny+2
4y =1 + xe”
y =é + yxe

Yy
1

y:

y
1—xe

Exercice S.
Ecrire 1'équation de la tangente a chacune des courbes au point indiqué :

1)y = arctan2x , M(0.0) ; 2)y = cos2x — In(1 + sinx) ,M(m.1);
NE +y +2x—6=0, M(— 1.3)
Corrigé:
1) y/= arctan2x , M(0.0)
Y T

M(0.0) y'(0) = 2
yo==0.=2(x — 0)/ = y = 2x
2yy = cos2x — In(1 + sinx) ,M(m. 1)

e . __cosx
y = 2sin2x 1+sinx

M(m.1) y' =— 2sin2n —%z
M(m.1)“y = cos2nt — In(1 + sinm) = 1
y—1l=1x-m = y=x-m+1
Nx +y+2x—6=0, M(— 1.3)

3x2+2y'y+2:O

,_—3x2—2
y - zy
_ P_m3En’-2 _ -5
M(— 1.3) y' = 3 = 6
_ =5 —_ =5 A3
y—3=—Cx+1) = y=—7wx+-
Exercice 6.

Calculer, a I’aide de la régle de L’Hopital, les limites suivantes :

. -1 , 1— . ] . * . 2
Dlim <=5 2)lim ——=; 3) lim == 4) lim —;35) lim (x = In(x" + 1))
x> x—0 x> T x> +oo x> +oo
ES L X x X
6) lim x(e* — 1); 7)lim (1 + sinx)”™; 8)lim %”:xzx ;0 9) lim (cos%)
X —> 400 x—0 x—0 X —> +oo

10) lim (& — =) ; 1) lim (& — 22
x—)0+ x—0 x x




. e —1
1) lim —
sinx
x
. -1 . e
lim H lim =1
sinx © = cosx
x—0 x—0
X
. e —1
lim ——=1
0 sinx
x
2) lim 1—cosx
2
x—=0 X
. 1—cosx sinx . cosx 1
lim —2%H_ lim 2 lim 2=
x—>0 X T x>0 T x>0
lim l—cosx _ 1
x—0 x Z
. sinx
3) lim
L X—T
xX—mn
. sinx . CcOSX
lim —H Im —/=-1
+oX—T = + 1
xX—m XxX—m
. sinx
lim x—_n =1
x> ‘rt+
X
. e
4) lim —
x—> 40w *
. e . e . e
lim —H lim 7H. lim —=+ o
x—> 4+ x - X — 4+ 3x - x — +00
X
: e
lim — =+ o
x—>feo ¥
. 2
5) lim: (x — In(x + 1))
x — 400
. 2 . In(x"+1
lim*(x — In(x + 1)) = lim x(1 — %)
x>+ X —> 400
2
. n(x +1 . 2x . 2
lim 2D g i, — = lim —=—=0
x = 41 2x
x>+ X —> 400 x>+

2
lim (= In(xet 1)) = lim x(1 — 25 =4 o1 — 0) =+ oo

x> +oo x—> 4o

lim (x — ln(x2 + 1)) =+ o

X — 400

6) lim x(e* — 1)

x> 4o
1 .
. 2 . e’ —1 1
lim x(e* — 1) = lim - onposet=— x—->+ o = t->0
x—> 4+ x—> 4+ x

= lim ——H_ lim =1
t—0 T >0
1
lim x(e* —1)=1
x — 400
1
7) lim (1 + sinx)”

x—0



1 In(1+sinx)
lim (1 + sinx)™ = lim e °
x—0 x—0

On calcule lim 232509

x—0
. In(1 + sinx) . coSsx
lim H lim ———— =
X = 1+4sinx
x—0 x—0
- 1
lim (1 + sinx)” = lim e =e
x—0 x—0
1
lim (1 + sinx)” =e
x—0
X —X
. e —e —2x
8) lim xX—Ssinx
x—0
X —Xx x —x x —x x _
. e —e —2x . e +e —2 . e —e " e +e
lim T | - lim - hm
x—sinx = 1—cosx = sinx = cosx
x—0 x—0 x—0 x=0

e'—e =2x
h_r)no x—sinx =2
x

2 X
9) lim (cos—)

x> 400
2
. 2. X . ln(cos%)x2
lim (cos—) = lim e
X — 400 X — 400

. 2 2 2
Oncalcule lim xin(cos—) .onpose -=u x>+ o =2 u-0

cosu

—sinx

2u

coSX+cosx—xsinx

X — 400
2
. 2 2 . 2 . 4in(cosu .
lim  x in(cos=) = lim (=) In(cosu) = lim % H lim
P ) u—0 u—=0 u T u—0
. sinu 1
= lim — 2( ” )(Cosu) =—2(1)(1) =— 2
u—20
: 2
lim __2x In(cos—) =— 2
x — 400
2
. 2. X . ln(cos%)x2 )
lim " (cos—) = lim e =e
x> 4o x> 4+
x2
2 -2
lim (cos7)| =e
x —> 400
. 1 1
10) lim (———)
+ X sinx
x—0
1 1 Sinx—x q cosx—1 .
lim —— —= lim ——— lim ———7—— lim
+ X sinx +  XxSinx = + sinx+xcosx =
x—0 x—0 x—0 x—0
. 1 1
lim (——-——) =0
X sinx
x—0
. 1 cos3x
1) lim (5 ——7)
x>0 ¥ *
. 1 cos3x 1—cos3x . 3sin3x 9cos3x
lm — ———=1i — H i H 1
x x x = 2x =
x—0 x—0 x—0 x—0
. 1 cos3x 9
lim (-—7") =75

4*(—51‘7111)

=0



Exercice 7.

Trouver les intervalles de monotonie, les intervalles de convexité et de concavité, les extrémums locaux
des fonctions suivantes:

5 2
Dy = 3x" — 4x° 2)y =x’e " 3)y = 3x* — 15x°
rrigé
Dy = 3x" — 4x°
e les intervalles de monotonie

y = 12x" — 12%° = 12x°(x — 1)
y' =20
12=0 =x=0

x—1=0 =2>x=1

X — 0 1 +

Y - - +

y est croissante sur [1; + oof
y est décroissante sur | — oo; 1]
e les extrémums locaux
1 est un minimum local de y
e les intervalles de convexité et de concavité

y = 12x" — 12%°
y' = 36x° — 24x = 12x(3%=2)
12x =0 >x=0

3x—2=0 =x==

X — 0 2

y + - +

f est concave sur 0; %]

f est convexe sur| — o; O[U]%;+ oo

2 —
2y =xe )
e les intervalles de monotonie

y =2xe ¥ — xe = F2x —x) =xe (2 - x)

y' =0

x(2—-x)=0

x=0 ou x =2

X — 00 0 2 + o
y' - + -

y est croissante sur [0; 2]



y est décroissante sur | — oo; 0[U]2; + oof
e les extrémums locaux

2 —(0)
y(0) =(0)e =0
= 4¢ °~ 0,54

y(2) = (2)°e

0 est un minimum local de y

-

2 est un maximum local de y

e les intervalles de convexité et de concavité
. —x 2 —x
y =2xe — xe
2 —_
y'=(x —4x+2)ex

Y =0 = x —4x + 2= 0
A=8
X

2 42

X W 2 -2 2 +42

y'l + A

f est concave sur |2 — \ﬁ; 2 + \ﬁ]
f est convexe sur] — o0; 2 =+2[U]2 ++/2; + oof

5 2

3)y = 3x° — 15x°

e lesintervalles de'monotonie
2 1

2 y _1

y' =5x° — 10x *»=5x 3(36—2)=ﬁf{;2L
X

V=0 = 5-2)=0

x=2", x=0

X — 0 2

y'l + _

y est décroissante sur [0; 2]
y est croissante._sur | — oo; 0[U]2;+ oof

e les extrémums locaux
5 2

y(0) = 3(0)° £ 15(0)° = 0
5 2
y(2) = 3(2)° — 15(2)° =— 14,3
0 est un maximum local de y
2 est un minimum local de y

e les intervalles de convexité et de concavité
2 1

y' = 5x° — 10x °

1 4
' 10 ~3 , 10 ~3 _ 10(x+1)
y==x " +—=x  =——"

3 3 3\/;
y=0 = 10x+1) =0
x=—1, x=0



X — -1 0 + o

y" - + +

f est concave sur | — oo; — 1]
f est convexe sur| — 1; 0[U]0; + oof

Exercice 8.

Trouver les minimums et maximums absolus des fonctions suivantes:

Dy =— 3x + 6x° — 1 sur [— 2. 2] )y = 2x° — 15x° sur[1. 5]
Corrigé:

1)

y =— 3x" + 6x°.— 1 sur [— 2,2]

Y (x) =— 12°% 12x = 12x(— x* + 1)

y'(x)=0:>12x(—x2+ HN=0 = x=0ou x==1,x=1
y(-2) == 3(- 2)" + 6(— 20 = 1 =— 25

y(2).==32)" + 6(2)° - 1 =< 25

y(0).==—1
y(=1 =2
y(1) =2

maximum absolue2enx =+ 1
minimum absolue -— 25enx =+ 2
2)

3 2
y =2x — 15x sur[1,5]
y' =6x° — 30x = x(6x — 30)
Y (x)y=0=>x(6x —30)=0=> x=0 ou 6x — 30 =0
x =0 ou x=25
y(1) =21)° - 15(1)° =— 13
y(5) = 2(5)° = 15(5)° =— 125
y(5) =— 125
maximum absolue = 13 enx =1
minimum absolue. — 125enx = 5

Exercice 9.

Soit f: R = R la fonction définie par f(x) = X —5x + 1

Etudier les variations de f et en déduire que 1'équation x5 — 5x + 1 = 0 atrois solutions réelles.
Corrigé:

fG) =x — 5x + 1

Fi(X)=5%x —5=5x —1) =50 - D —1) =5 — D(x + D — 1)

(x2 — 1) est toujours positif



ffx)=0 => (x—Dx+1)=0
x=—1 ou x=1

X — -1 1 + o

£ + - N

f-D)=(1"=-5-1)+1=5
) =@ =51 +1=-3

e Sur] — oo,— 1] f est continue est strictement croissante, ellevariede — oa5
Comme 0 € | — oo, 5], ilexiste une solution unique o, dans cet intervalle

o Sur [— 1,1] f'estcontinue est strictement décroissante, elle variede5a — 3
Comme 0 €_[—.3, 5], il existe une solution unique o dans cet intervalle

e Sur |1, + ooff est continue est strictement décroissante, Elle varie de — 3 a.+ 0

Comme 0 € [— 3,4+ oo, il existe une solution unique a, dans cet intervalle

. 'z . 5 . . p
Conclusion : L'équation x — 5x + 1 = 0 admet exactement trois solutions réelles

Exercice 10.
Donner le développement limité d'ordre 5 de f au point 0 et déduire la série de Taylor de f en 0.

DFG) =e % ;5 f() = sin2x ; 3 @) =In(x + 1) ; 4) f(x) = xil

rrigé:

Df) = e

e le dévelappement limité d'ordre 5 de f au point 0

, —3x " —3x 3) -3 (4) —3x 5) —3x
f'(x)==3e 7, f'"(x) =9 7, f(x) =—27e ", f (x)=8le ", f 7 (x) =— 243e

' "0 2 ® g 3 OPS ,

fG) E 1O + FO = 0) + 52 - 0" + 5 - 0)” + T (x - 0)

X 3

(5) 5 5
+-u-15!O (x—0) +o(x)

— 2,29 3, 2 4 81> 5
f(x) =1 —=3x+ Fx TX + X 20 X +o(x)

e lasériede Taylor de fen 0

o k 0 k © 1 k
L x = % 4rd~3x)

2) f(x) = sin2x
e le développement limité d'ordre 5 de f au point 0

f'(x) = 2cos2x, f"(x) =— 4sin2x, f(g)(x) =— 8cos2x, f(4)(x) = 16sin2x

f(s)(x) = 32cos2x

F@) = £0) + £O)x = 0) + (x — 0)° + @ (x — )’ + L@y — 0y’

3!

®)
+ %Q(x — O)5 + o(xs)



f(x) = 2x —

?x +— X + o(x)
e la série de Taylor de f en0

70 et 2k+1
Z ket 1)) Z (k+1)' (2 )

3)f(x) =In(x + 1)

e le développement limité d'ordre 5 de f au point 0

. 1 " 1 3 2 “® . )
@ =57, '@ =—= [0 ="x, 7= (+1)4,f ()—M
F@) = £(0) + F(0)(x —0) + (f — 0y2 40y

— 0 +u4!—l(x -0
+-&L(x — 0) + o(x)

3

f(x) = x —%+%—L+L+ o(x)
e la sériedeTaylorde fen0

Z

=%

Hfx) =

x+1

o le developpement limité d'ordre 5de f aupoint 0

' _ " 3 o @ _ 24
[@) == rF @ = ) =m0 =
(5) _—120

o) = D)y

f=FO) + FO = 0) + L — 0) 4 LW 0y 1 L0 gy
(5)(0) 5 5
—((x —=0) + o(x)
f(x)=1—x+7x2—3xgxlx3+ﬁ4

5
X=l-x+x—%x+x —x +o(x_)
fx) =1—-x 4 X - X+ x4—x5+o(x5)

e la série de Taylorde f en 0

2 LO - )L ¥y ¢ st
k=0



