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Exercice 1  
Dites si les formules suivantes sont des tautologies, en justifiant votre réponse.  

                                                       (principe du tiers exclu) 𝑖.  𝑃 ∨ 𝑃

                                                    (principe de non-contradiction)  𝑖𝑖.  𝑃 ∧  𝑃
                                        (le faux implique tout) 𝑖𝑖𝑖.  𝑃 ⇒ (𝑃⇒ 𝑄)  

Corrigé: 
 𝑖.  𝑃 ∨ 𝑃

 𝑃  𝑃  𝑃 ∨ 𝑃

V F V 

V F V 

F V V 

F V V 

Donc la formule est toujours vraie(tautologies) 

 𝑖𝑖.  𝑃 ∧  𝑃

 𝑃  𝑃  𝑃 ∧ 𝑃  𝑃 ∧  𝑃

V F F V 

V F F V 

F V F V 

F V F V 

Donc la formule est toujours vraie(tautologies) 
 𝑖𝑖𝑖.  𝑃 ⇒ (𝑃⇒ 𝑄)

 𝑃 Q  𝑃 P Q ⇒  𝑃 ⇒ (𝑃⇒ 𝑄)

V V F V V 

V F F F V 

F V V V V 

F F V V V 

Donc la formule est toujours vraie(tautologies) 



 

Exercice 2  
I.  
  Soient f l'application de l'ensemble {1, 2, 3.4} dans lui-même définie par : 

   𝑓(1) =  4;   𝑓(2) =  1;   𝑓(3) =  2;   𝑓(4) = 2 

  1. Déterminer ; lorsque  𝑓−1(𝐴)  𝐴 =  {2},  𝐴 =  {1, 2},  𝐴 =  {3} 
  2. L'application f est-elle injective, surjective, bijective ? Justifier.  
II.  
   Soient  et  deux ensembles,  une application de  dans  et  et  deux parties de ,  𝐸 𝐹 𝑓 𝐸 𝐹 𝐴 𝐵 𝐸
   montrer que :  =  U  𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) 𝑓(𝐴) 𝑓(𝐵)
Corrigé: 
I. 
 1. 
     • 𝐴 =  {2}

    𝑓−1(𝐴) = {3, 4}
   Car  est l’ensemble des images réciproque de {1, 2, 3.4} dans l’ensemble de départ  𝐴 =  {2}
    éléments ,      c’est-à-dire  𝑥 𝑓(𝑥) = 2 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴
   dans ce cas on a  𝑓(3) =  2;   𝑓(4) = 2
     • 𝐴 =  {1, 2}

    𝑓−1(𝐴) = {2, 3, 4}
   Car  est l’ensemble des images réciproque de {1, 2, 3.4} dans l’ensemble de départ  𝐴 =  {2}
    éléments ,  ou    c’est-à-dire  𝑥 𝑓(𝑥) = 2 𝑓(𝑥) = 1 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴
   dans ce cas on a  𝑓(3) =  2;   𝑓(4) = 2;   𝑓(2) =  1
     • 𝐴 =  {3}

    𝑓−1(𝐴) = ϕ
   Car  est l’ensemble des images réciproque de {1, 2, 3.4} dans l’ensemble de départ  𝐴 =  {2}
    éléments ,  c’est-à-dire  𝑥 𝑓(𝑥) = 3 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴
   aucun éléments n’a pour image 3 
 2. 
   injective •
      est injective si    𝑓 𝑥

1
, 𝑥

2
∈ {1,  2,  3. 4}   𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒    𝑓(𝑥

1
) = 𝑓(𝑥

2
) ⇔  𝑥

1
= 𝑥

2

     ici on a  mais    𝑓(3) =  2;   𝑓(4) = 2 3 ≠ 4
     donc  n’est pas injective  𝑓
   surjective •
      est surjective si chaque élément de l’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent 𝑓
     l'élément 3 n’a pas d'antécédent  
     donc  n’est pas surjective  𝑓
   bijective  •
      est bijective si est injective et surjective  𝑓
     comme  n’est ni injective ni surjective , elle n’est pas bijective  𝑓
 



 

II.  
    𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝑓(𝐴) ∪ 𝑓(𝐵)
    Soit   𝑦 ∈ 𝐹   𝑜𝑛𝑎 :
                                 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴 ∪ 𝐵)
                                  ⇔  ∃𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ,  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒  𝑦 = 𝑓(𝑥)
                                 ⇔  ∃𝑥 ∈ 𝐴   𝑜𝑢   ∃𝑥 ∈ 𝐵 
                                 ⇔  𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴)   𝑜𝑢  𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐵)  
                                 ⇔  𝑦 ∈ 𝑓(𝐴)   𝑜𝑢   𝑦 ∈ 𝑓(𝐵)  
                                 ⇔  𝑦 ∈ 𝑓(𝐴) ∪ 𝑓(𝐵)
    Conclusion.  =  U  𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) 𝑓(𝐴) 𝑓(𝐵)
 
Exercice 3  

On définit sur  la relation  par:    𝑅2 𝑅 (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑐, 𝑑) ⇔  𝑎2 +  𝑏2   =  𝑐2 +  𝑑2

1. Montrer que  une relation d'équivalence.  𝑅
2. Décrire la classe d'équivalence du couple .  (𝑎, 𝑏)
Corrigé: 
1. 

   Réflexive:    • ∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2 , (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑎, 𝑏)

      (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑎, 𝑏)   ⇔    𝑎2 + 𝑏2 = 𝑎2 + 𝑏2   
     Donc   est Réflexive 𝑅

   Transitive: ,  Si  • ∀(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅2 [(𝑎, 𝑏)𝑅(𝑐, 𝑑)  𝑒𝑡 (𝑐, 𝑑)𝑅(𝑒, 𝑓)] ⇒ (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑒, 𝑓)
      on a:   
       (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑐, 𝑑)  ⇒   𝑎2 +  𝑏2   =  𝑐2 +  𝑑2   
       (𝑐, 𝑑)𝑅(𝑒, 𝑓)  ⇒   𝑐2 +  𝑑2   =  𝑒2 +  𝑓2

      alors:    𝑎2 +  𝑏2   =  𝑒2 +  𝑓2      ⇒    (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑒, 𝑓) 
      Donc  est Transitive  𝑅
   Symétrique:  • ∀(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅 ,  𝑆𝑖  (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑐, 𝑑) ⇒  (𝑐, 𝑑)𝑅(𝑎, 𝑏)
       (𝑎, 𝑏)𝑅(𝑐, 𝑑)   ⇒  𝑎2 +  𝑏2 = 𝑐2 +  𝑑2  
                                ⇒  𝑐2 +  𝑑2 = 𝑎2 +  𝑏2

                                ⇒  (𝑐, 𝑑)𝑅(𝑎, 𝑏)
      Donc  est Symétrique 𝑅
   𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   𝑅  𝑒𝑠𝑡 𝑅é𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑒 , 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑒𝑡 𝑆𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 
   𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑅 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑'é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒 
2. 
   (𝑎, 𝑏) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 / (𝑥, 𝑦)𝑅(𝑎, 𝑏)}
   (𝑥, 𝑦)𝑅(𝑎, 𝑏)  ⇒   𝑥2 +  𝑦2 =  𝑎2 +  𝑏2  
   (𝑎, 𝑏) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 / 𝑥2 +  𝑦2 =  𝑎2 +  𝑏2}

    c’est cercle de centre (0,0)et de rayon (  ) 𝑥2 +  𝑦2 =  𝑎2 +  𝑏2 𝑎2 +  𝑏2

   


