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Exercice 1.  
Soit { }  la suite de nombres réels définie par un   𝑢

𝑛
𝑢

𝑛
= 𝑛

2𝑛  ,  ∀𝑛 ≥ 1

1) Étudier la monotonie de . Que peut-on conclure?  {𝑢
𝑛
}  𝑛 ≥ 1

2) On définit la suite  par  {𝑣
𝑛
}  𝑛 ≥ 1 𝑣

𝑛
=

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

  ,  ∀𝑛 ≥ 1

     Montrer, a partir de la définition de limite, que  converge vers  {𝑣
𝑛
}

3) En déduire que      ∃𝑛
0
 ∈ 𝑁,  ∀𝑛

0
 ≥ 𝑛

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

≤ 3
4

4) Calculer la limite de { }   𝑢
𝑛

Corrigé:  
1) 
   𝑢

𝑛
= 𝑛

2𝑛

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 𝑛+1

2𝑛+1  −  𝑛

2𝑛 = 2𝑛𝑛+2𝑛 − 𝑛2𝑛+1

2𝑛 2
𝑛+1 = − 2𝑛2𝑛 + 2

𝑛
𝑛 + 2𝑛 

2𝑛 2
𝑛+1 = 2𝑛 − 𝑛2𝑛 

2𝑛 2
𝑛+1 = 2𝑛 (1− 𝑛) 

2𝑛 2
𝑛+1

                     = 1− 𝑛 

2𝑛+1      𝑜𝑟 𝑛 ≥ 1 ⇒  𝑛 − 1 ≤ 0   

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 1− 𝑛 

2𝑛+1 ≤ 0

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

≤ 0,  ∀𝑛 ≥ 1
   𝐷𝑜𝑛𝑐 (𝑢

𝑛
) 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒

2) 

   𝑣
𝑛

=
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

=
𝑛+1

2𝑛+1

𝑛

2𝑛

= 2𝑛(𝑛+1)

𝑛2𝑛+1 = 𝑛+1
2𝑛

   
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

𝑛+1
2𝑛 = 1

2

   ∀ε > 0, ∃𝑁
0

∈ 𝑁 ,  𝑛≥ 𝑁
0
 𝑜𝑛 𝑎 𝑣

𝑛
− 1

2
|||

||| < ε

   𝑛+1
2𝑛 − 1

2
|| || < ε ⇒  𝑛+1−𝑛

2𝑛
|| || < ε ⇒  1

2𝑛
|| || < ε ⇒  1

2𝑛 < ε ⇒  𝑛 > 1
2ε

    𝑖𝑙 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 :  𝑁
0

= [ 1
2ε ]

    ∀ε > 0, ∃𝑁
0

∈ 𝑁 ,  𝑛≥ 𝑁
0
 𝑜𝑛 𝑎 𝑣

𝑛
− 1

2
|||

||| < ε    𝑒𝑡  𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

= 1
2

3) 
   𝑂𝑛 𝑎 𝑞𝑢𝑒 ∀ε > 0 ,  𝑛 ≥ [ 1

2ε ]

   𝑣
𝑛

− 1
2

|||
||| < ε  ⇔   

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

− 1
2

|||
||| < ε 

   
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

− 1
2 < ε ⇒

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

< ε + 1
2      𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 ε = 1

4  ⇒ 𝑁
0

= [ 1
2( 1

4 )
] = 2



 

   
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

< 1
4 + 1

2   ⇒   
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

< 3
4  ,   ∀𝑛 ≥ 2

4) 

   
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

𝑛+1
2𝑛 = 1

2 < 1

   (𝑢
𝑛
) 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑠 0 𝑑'𝑎𝑝𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑒 𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑑'𝐴𝑙𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑡

   
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

= 0

 
Exercice 2.  
1) Calculer les limites des suites suivantes :  

        ;    𝑎
𝑛

= 3𝑛² + 4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3+1)
5 + 𝑛² 𝑏

𝑛
= 5𝑛 − 25𝑛2 − 5𝑛 + 6

2) Montrer que les suites de termes généraux  et  sont adjacentes:  {𝑢
𝑛
} {𝑣

𝑛
}

            et        𝑢
𝑛

=
𝑘=1

𝑛

∑ 1

 𝑘2 𝑣
𝑛

=  𝑢
𝑛

+  1
𝑛

Corrigé:  
1) 

  • 𝑎
𝑛

= 3𝑛² + 4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3+5)
5 + 𝑛²

     
𝑛 +∞

lim
→

𝑎
𝑛

=
𝑥 +∞

lim
→

3𝑛² + 4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3+1)
5 + 𝑛²

     𝑂𝑛 𝑎 :    − 1 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑛3 + 1) ≤ 1
                    − 4𝑛 ≤ 4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3 + 1) ≤ 4𝑛
                    3𝑛² − 4𝑛 ≤ 3𝑛² + 4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3 + 1) ≤ 3𝑛² + 4𝑛

                    3𝑛²−4𝑛
5 + 𝑛² ≤ 3𝑛²+4𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛3+1)

5 + 𝑛² ≤ 3𝑛²+4𝑛
5 + 𝑛²

                    
𝑛 +∞

lim
→

3𝑛²−4𝑛
5 + 𝑛² ≤

𝑛 +∞
lim
→

𝑎
𝑛

≤
𝑛 +∞

lim
→

3𝑛²+4𝑛
5 + 𝑛²

                    
𝑛 +∞

lim
→

3𝑛²
𝑛² ≤

𝑛 +∞
lim
→

𝑎
𝑛

≤
𝑛 +∞

lim
→

3𝑛²
𝑛²

                    3 ≤
𝑛 +∞

lim
→

𝑎
𝑛

≤ 3

       𝐷'𝑎𝑝𝑟𝑒𝑠 𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑔𝑒𝑛𝑑𝑎𝑟𝑚𝑒𝑠  
𝑛 +∞

lim
→

𝑎
𝑛

= 3

  • 𝑏
𝑛

= 5𝑛 − 25𝑛2 − 5𝑛 + 6

     
𝑛 +∞

lim
→

𝑏
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

5𝑛 − 25𝑛2 − 5𝑛 + 6 =
𝑛 +∞

lim
→

(5𝑛− 25𝑛2−5𝑛+6 )(5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6 )

5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6

                      =
𝑛 +∞

lim
→

(5𝑛− 25𝑛2−5𝑛+6 )(5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6 )

5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6
=

𝑛 +∞
lim
→

25𝑛2+5𝑛−6−25𝑛2

5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6

                      =
𝑛 +∞

lim
→

5𝑛−6

5𝑛+ 25𝑛2−5𝑛+6
=

𝑛 +∞
lim
→

𝑛(5 − 6
𝑛  )

𝑛( 5+ 25 − 5
𝑛 + 6

𝑛2  )
=

𝑛 +∞
lim
→

5 − 6
𝑛  

5+ 25 − 5
𝑛 + 6

𝑛2



 

                      = 5 
5+5 = 1 

2

     
𝑥 +∞

lim
→

𝑏
𝑛

= 1 
2

2) 

   𝑢
𝑛

=
𝑘=1

𝑛

∑ 1

 𝑘2         𝑒𝑡       𝑣
𝑛

=  𝑢
𝑛

+  1
𝑛

   • é𝑡𝑢𝑑𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑡𝑜𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝑣
𝑛
  𝑒𝑡  𝑢

𝑛

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

=
𝑘=1

𝑛+1

∑ 1

 𝑘2 −
𝑘=1

𝑛

∑ 1

 𝑘2 =
𝑘=1

𝑛

∑ 1

 𝑘2 + 1

 (𝑛+1)2 −
𝑘=1

𝑛

∑ 1

 𝑘2

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 1

 (𝑛+1)2 > 0  ,   ∀𝑛 ∈ 𝑁

   𝐷𝑜𝑛𝑐 (𝑢
𝑛
) 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒

   𝑣
𝑛

=  𝑢
𝑛

+  1
𝑛

     𝑣
𝑛+1

−  𝑣
𝑛

=  𝑢
𝑛+1

+ 1
(𝑛+1) − 𝑢

𝑛
− 1

𝑛  = 1

 (𝑛+1)2 − 1
𝑛(𝑛+1) = 𝑛2+𝑛−𝑛2−2𝑛−1

 𝑛(𝑛+1)(𝑛+1)2 = −𝑛−1

 𝑛(𝑛+1)(𝑛+1)2

   𝑣
𝑛+1

−  𝑣
𝑛

= −𝑛−1

 𝑛(𝑛+1)(𝑛+1)2 < 0  ,   ∀𝑛 ∈ 𝑁

   𝐷𝑜𝑛𝑐 (𝑣
𝑛
) 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒

   • 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜𝑛𝑠 𝑙𝑎 
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

− 𝑢
𝑛

   
𝑛 +∞

lim
→

𝑣
𝑛

− 𝑢
𝑛

=
𝑛 +∞

lim
→

1
𝑛  = 0

   𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑢
𝑛
 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒     𝑒𝑡    𝑣

𝑛
 𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  ⇒ { 𝑢

𝑛
} 𝑒𝑡 { 𝑣

𝑛
} 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

    
  
 
Exercice 3.  

Soit {un} la suite réelle définie par :   𝑢
1

= 3
2   ,    𝑢

𝑛+1
= 1

6 ( 𝑢
𝑛
)2 + 3

2

1) Calculer ,  et    𝑢
2

 𝑢
3

 𝑢
4

2) Montrer que :  pour tout  0 < 𝑢
𝑛

𝑛 ≥ 1

3) Montrer que   pour tout   𝑢
𝑛

< 3 𝑛 ≥ 1

4) Montrer que la suite { } est croissante   𝑢
𝑛

5) En déduire que { } converge et déterminer sa limite  𝑢
𝑛

Corrigé:  
1) 
    𝑢

2
= 1

6 ( 𝑢
1
)2 + 3

2 = 9
24 + 36

24 = 45
24

    𝑢
3

= 1
6 ( 𝑢

2
)2 + 3

2 = 75
128 + 3

2 = 267
128

    𝑢
4

= 1
6 ( 𝑢

3
)2 + 3

2 = 23763
32768 + 3

2 = 72915
32768



 

2) 
   𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑛 = 1 ,   𝑢

1
= 3

2 > 0
   𝑂𝑛 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝑢

𝑛
> 0    𝑒𝑡  𝑜𝑛  𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝑢

𝑛+1
> 0 

   𝑜𝑛 𝑎     𝑢
𝑛

> 0

                𝑢
𝑛

2 > 0

                1
6 𝑢

𝑛

2
> 0

                3
2 + 1

6 𝑢
𝑛

2
> 3

2 > 0

                𝑢
𝑛+1

> 0
   𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑛 ∈ 𝑁  𝑢

𝑛
> 0 ,  𝑛 ≥ 1

3) 
   𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑛 = 1 ,   𝑢

1
= 3

2 < 3
   𝑂𝑛 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝑢

𝑛
< 3    𝑒𝑡  𝑜𝑛  𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒  𝑢

𝑛+1
< 3

   𝑜𝑛 𝑎     𝑢
𝑛

< 3

                𝑢
𝑛

2 < 9

                1
6 𝑢

𝑛
2 < 3

2

                3
2 + 1

6 𝑢
𝑛

2 < 3
2 + 3

2

                3
2 + 1

6 𝑢
𝑛

2 < 3
                𝑢

𝑛+1
< 3

   𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑛 ∈ 𝑁  𝑢
𝑛

< 3 ,  𝑛 ≥ 1
4) 

   𝑢
𝑛+1

− 𝑢
𝑛

= 1
6 ( 𝑢

𝑛
)2 + 3

2 − 𝑢
𝑛

=
2𝑢

𝑛
2+18−12𝑢

𝑛

12 =
𝑢

𝑛
2−6𝑢

𝑛
+9

6 =
(𝑢

𝑛
−3)2

6  ≥ 0
   𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛
 ≥ 0  ,   ∀𝑛 ≥ 1

   𝐷𝑜𝑛𝑐 { 𝑢
𝑛
} 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒

5) 
   𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒 { 𝑢

𝑛
} 𝑒𝑠𝑡 𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟é𝑒 𝑒𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑜𝑛𝑐 { 𝑢

𝑛
} 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒

   
𝑛 +∞

lim
→

𝑢
𝑛

= 𝐿

   𝐿 = 1
6  𝐿2 + 3

2  ⇒   𝐿2 − 6𝐿 + 9 = 0

   (𝐿 − 3)2 = 0   ⇒  𝐿 = 3
   

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

= 3


