Institut Supérieur du Numérique Année 2025-2026
Corrigé TD-1: Algébre

Exercice 1

Soient les propositions :
Q: On est naif; T: On est heureux; R: On est riche; U: On a de la chance; S: On est intelligent.
1) Décrire les propositions suivantes a I'aide de Q, R, S, T et U et des opérateurs logiques.
A : L'argent ne fait pas le bonheur.
B : On n'est pas nécessairement intelligent quand on est riche.
C : La chance sourit au malheureux.
D : On est naif et stupide si et seulement si on est malheureux quand on est riche.
E : Quand on est riche et stupide, on a de la chance ou on est malheurcux.
2) Formuler en frangais les formules suivantes :
K : (non R ou R) = (non Q =)
L:(monSetR)< U
M :non (non Q) =T
N:(nonQetR)ounonT
O:R=(SouT)

1)
A:(R=>T)
B:(R=Y5)
C:(T = U)
D:QA S) & R=>T)
E:(RA S) = (UVT)
2)
K"%(non R ou R) = (non Q =)
étre Riche ou étre non Riche Si on est intelligent quand on n'est pas naif
L:(nonSetR)<= U
On est Stupide et Riche Si est quand on est de la chance
M .:noni(non Q) = T
étre naif implique la bonheur
N :(non Q et R)younon T
soit on est non naif et Riche , soit on est malheur
O:R=(SouT)
on est intelligent , heureux-Si on est Rich

Exercice 2

Montrer que les assertions suivantes, sont des tautologies (i.e. toujours vraies).
I.LP&P 2.PANQ=P 3. P=>PVQ

4.PV P=Q) 5P=(Q=P) 6.(P=Q)=P)=P
Corrigé:

Tableau de vérité



P |Q |P=Q [Q=P |PAQ PvQ
VIV |V \Y \Y% \Y%
V |F |F F \Y%
F [V |V F F \Y%
F |F |V \Y F F

1. P & P toujours vraie(tautologies) car P=P
2.(P A Q)= P toujours vraie(tautologies) car

PAQ P [(PANQ)>P
A% \ %

F vV [V

F F [V

F F [V

3.P= (P V Q) toujours vraie(tautologies) car

P [PvQ P=(PAQ)

V |V v

VvV |V \Y

F |'V \Y

F |F \Y%

4P \V (P = Q) toujours vraie(tautologies) car

P |P=Q |PV(P=Q)

ViV \Y%

V |E \Y

F 4V \Y

F [V \Y%

5. P = (Q = P) toujours vraie(tautologies) car

P |Q |Q=P |P=(Q=P)

V|V A%

V |F A%

F |V |F \Y%

F [F |V \Y%




6.(P=Q)=P)=P

toujours vraie(tautologies) car

P=Q |P (P=Q)=>P |P (P=Q)=>P)=P
\Y% \Y% \Y% \Y%
F \Y% A% vV |V
F F F \Y
F F F \Y
Exercice 3

Montrer que :

LP= Q) &PVQ

2. P>Q©PAQ

3.R&P=Q)avecR=(P A Q) V (P A QV(PAQ)

Corrigé:

1.(P=>Q0)ePVQ

P{Q |P |P2Q|lPv ) [(P=20)oPV(Q
V |V |F/ vy \Y

V |F |F |F F \Y%

Flv |v (v |v \Y%

F |F \Y%
2.(P=>0)<PAQ

P [Q [P3Q|P=>0) |0Q |PAQ|(P=0Q)eoPAQ
v |v |V F F |F \Y%
v |F |F v vV \Y%
F |V F F [ “|F \%
F |F F vV |F \%

3Re(P=0Q) avecR=(P A Q V(PAQ V (PAQ)




P Plo|PaQ|PAQPAQRI(PAQVE@AQ)|R [P=QRe(P=0Q)
VIV I|F |F |F F v \Y V|V \Y

VIF [F |V |F A% F F V | F F

F|IV F |F F F F F F

FIF [V |V |V F F \% V1V \%
Exercice 4

Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Exprimer verbalement la signification des assertions suivantes :
1.3ceR Vx€el, f(x) =c¢
2.Vx€l, fx) =0=>x =0
3.VyeER , Ix€, f(x) = y
4.Vx,y€l, x<y =2f(x)<f)
5.vx,y€l, f(x) = f()=>x =y
Corrigé:
I.f est constante
2.f s'annule scellement en 0
3.f est surjective
4.f est croissante
5.f est injective

Exercice 5
Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Exprimer a 1'aide de quantificateurs les assertions suivantes :
1. La fonction f s'annule.
2. La fonction f est la fonction nulle.
3. f n'est pas une fonction constante.
4. f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
5. la fonction f présente un minimum.
6. f ne peut s'annuler qu'une seule fois.
Corrigé:
1.3x €ul,tgf(x) =0
2.Vx, f(x) =0
3.3xy € Ltqgf(x) # f(¥)
4. Vx,y € I,x #y=f(x) #=f(y)
5.3x, € Itq f(xo) < f(x)

6. Ax, tqf(xo) =0

Exercice 6
Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Exprimer les négations des assertions suivantes

I.Vx€l, f(x)#0

2.Vy€R, 3xel, f(x) =y

3.MER, Vx€El, |[f(X)|[<M



4.Vx,yel, x<y = f(x) <f(y)
5.Vx,veEL f(x) = f(X)>x =y

6.

l.Vx€l, f(x)#0
= Jx€l, f(x) =0

2.

VyeR,Ixel, f(x) =y
= Ay€ER, Vx€EI, f(x)+ Yy
AMEeER, Vx€El, |[f(x)|<M

Vx€l, f(x) > 0=x<0
Corrigé:

= VMER, Ixe€, |f(x)| > M

Vx,yel, x<y'= f)=f)
= J3x,yEIl, x<y=fx)>f(y)
VX, yELf)=f)=>x=y
= I3x, €l f(x) = f(y)=>x#*y
Vx€elyf(x) >0=>x<0

= Ax€l, f(x) >0=>x>0

Exercice 7

En construisant un tableau de vérité, vérifier si I'équivalence est correcte :
P implique (non Q ou non R) est équivalente a (Q implique non P) ou (R implique non P)

Corrigé:
P |Q[R |p |0 |R {QVR|P=0vR | Q=P |R>P | (Q=P)V(R=>P) | (P=(QVR)) & (Q=P)V(R=P)
VIV ]|V [F |F [F F E F
VIV |F. |F |F |V A% F v A% \Y%
V [F(VF |V |F \Y A% F A% Vv
F |V VAV I|F |F |F A% \Y% \Y V v
F |[F |V |V ]|V |F [V \Y% \Y% \Y% \Y% \Y%
F |[VI|F |[V]|F [V [V A% \Y% A% A% \Y%
V |F |F |F )V [V. |V \Y \Y% \Y A% \Y
F |F [F |V V|V \Y \Y% \Y \Y v

Exercice 8

Ecrire la contraposition des implication suivantes :

1. S'il gagne son pari, je mange mon chapeau.

2. Si tu es logicien dans I'ame, cet exercice n'est pas difficile pour toi.

1. S'1l gagne son pari, je mange mon chapeau.

=Si je n’ai mangé pas mon chapeau,ce qu’il n’a pas gagné son pari

2. Si tu es logicien dans I'ame, cet exercice n'est pas difficile pour toi.
=81 cet exercice est difficile pour toi, Alors tu n’es pas logicien dans I'ame




Exercice 9

Soit E = {a, b, c} un ensemble. Peut-on écrire :

a)ac E;b)aCE;c){a} CE;d);PEE;e)DCE;f){d} CE?
Corrigé:

a)a € E vV b)a C E X c){a} CEV

d);PEEX e dCEV f) {®} C E X

Exercice 10

Etant donné 4, B et C trois parties de E, justifier les équivalences suivantes :
a)A C B AU B=B.
b)A=B&ANB=4 U B.
c)AUB=ANCeBCACC

AUB =AuCcC

D Unp=anc TB=C
Corrigé:
a)AcB< AUB = B
>ACB
x EAUB=> x€ A ou x€ B
orACB

x€Aoux€B = x€Bou x€B
Donc par concequence A U B = B

Vx EB = x € AUB

douAUB =B
>AUB=B

Vx€e A= x € AUB =B =>.n € B
d'ou ACTB

A = BeSANB = AUB

=>A=B

ANB = A et AUB = B

ANB = AUB
>ANB = AUB

Vne A>n € AUB =ANnB >neB>ACB
Vne B> ne€ AUB =ANB >neA>BcA

c)AUB = AnNC&S BcAcC
Supposons
AUB = ANnC
Mq
BcAet AcCC
BcA?
n € B=>n€ AUB
= n € AnC
=> n €A = BcA (1)
AcC?
n € A= n € AUB
> n € AnC
> n€C = AcC (2
d'apres: (1) et (2)



AUB = AnCe&S BcAccC
d)
BccC
on suppose que x € B

-SixeA, xeANB, ANB=ANC > xe€eANnC > xeC

-Six¢ A, xeEB>x€AUB,AUB=A4AUC(C

Doncx € AU C etcommex &€ A alorsx € C
Doncx e C = Bc C

CcSB
on suppose que x € C

-SixeA,xeANC, or+ANC =ANB = x€ANB > x€B
- Six¢A, xeAUCyori AUC=AUB >x€AUB = x€B

Doncx€ B.= CcB
D'ou BcCetC cB = B=C
Donc
ANC=ANB;AulC=AUB =B=C
B =C alors AnNC=ANB; AuC=A44UY B
car C et B sont égaux

Exercice 11
Soient 4, B, C € P(E). Etablir 4\ (BN C)=(4\B) U (4\C)
Corrigé:
x € AA\(BNC) > x € An (BNn<(O)
©x € AN (E V) E)
o x € (ANBYUANC)
© x € (A\B) U (A\C)
Donc A\ (BNnC) = (A\B) U (A\C)

Exercice 12

Soient 4 et B deux parties de E, on appelle différence symétrique de 4 et B, ’ensemble

A AB=(A\B) U (B\A). Montrer que 4 A B=(A UB) \(A NnB).

Corrigé:

ona AAB = (A\B) U (B\A4)
=(x€eANxE&B)U(x €EBAx¢&A
= (xEA/\xCEB)U(xEB/\xCEA)

=(x€ANCBU(x€BNCA

= (ANCBYV(BNECA)=DU (BNCA)
DUBN@DUCA

= [(ANCB)UB] U [(ANCBIUCA]

aveeD = (A N CEB)

= [(AuB) n (C,BUB)] U [(AUC,A) n (C.BUC A)]

= [(AUB) N E] U [E n (C,BU C,A)]

= (AUB) n (C,LAUC,B) = (AUB) N C,(4A N B)

Conclusion= (AUB)\ (A N B)

Exercice 13



Soit f: E — F une application.
Etablir: VA€ P(E), Ac f ' (f(A)) et VBEP(F), f(f (B) cB
« VAEP(E), AC f (f(A)
Soitx € A = f(x) € f(A)
= f_l(f(ﬂlc)) €f ()
=>x€f (f(A)
Dou A £ (f(4))
- VBEP(F), f(f (B))<B
Soity € f(f (B))=>3% € f (B) avecy = f(x)
=>x € f (B)
= f(x) € f(f(B))
= f(x) € B
>y E€EBRB

Dow F(f ' (B)) B

Exercice 14
Soit f: E — F une application.
a) Montrer que : VA, A’ € P(E), f(AUA) = f(AUf(A)etf(ANA)c f(A)Nf(A).
b) Montrer que : VB, B* € P(F), f (B U B)=f (B) U f (B
et/ BNB)=f BYNf (B)

Corrigé:
a

e« FAAUAY = F(A)U ()
Soity € F ona:

y € f(AuA)
© Ix € AU A, telque y = f(x)
© dx €A ou Ax € A
< f(x) € f(4) ou f(x) € f(A)
& y € f(A) ou y € f(A)
e y € f(A) VU fA)

Conclusion. f(A U A)=f(A) U f(4)

s fANAYC f(ANfA)
Soity € F ‘ona:

y € f@An A)
© Ix e AN A telquey = f(x)
© dx €A et Ix EA
& f(x) € f(4) et f(x) € f(A)
& y € f(A) et y € f(A)
& y € f(A) n f(A)
Conclusion. f(ANA) c f(A) N f(A)
b.
«f(BUB) = f (BYUf '(B)

Soitx € E ona:



xef (BuUB)
& f(x) € f(f (B UBY)
& f(x) EBUB
& f(x) € B ou f(x) € B
o @) ef (B) ou f(f()) €f (B
o xef '(B) ou x € f\(B)
s xef B U (B)

Conclusion. f(BUB) = = (Byuf (B)

«f (BN B)=f(B)n f (B)

Soit x €.E.ona:
xef '(BnB)
& f(x) € f(f (B nBY)
& f(x) EB NP
© f(x) EB et f(x) €B'
o ) €f B et fF@) Ef (B
o xe€f '(B) et x € f \(B)
sxef B nf (B)

Conclusion. £ (B/n/B)= f '(B) n f '(B)

Exercice 15
Soient f: N— Net g: N — N les applications définies par :

—  sik est pair

VkEN, f(k)=2ketgl) =1,

si k est impair

a) Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de fet g.
b) Préciser les applications fo get go f. étudier leur injectivité, surjectivité et bijectivité.
Corrigé:
a.
e f(K) = 2K
einjective
. 2
soit XX, €N ona:
f(xl) = f(xz) = 2x1 = 2x2 =X T X,
donc f n’est pas injective
esurjective
supposons que f est surjective
comme 1€ Ndonc3ik € N f(k) =1
donc 2k =1 :>k=%$N
ce qui est impossible
donc f n’est pas surjective
°bijective
comme f n’est ni injective ni surjective , elle n’est pas bijective



" 9UO
cinjective
g0)=g1)=0 > 0=+1
donc g est pas injective

esurjective

soitn € N, comme g(2n) = zTn =n

donc g est pas surjective
ebijective
comme g n’est ni injective mais surjective, ellen’est pas bijective
b.
cgof
ona: fiN=—N et g:N—N
n— f(n) n— g(n)
onaVn €N gof =g(fx) =g(2n) =n
donc gof: N> N

n-n
g o f est bijective (évident)
*fog

soitn € N

si nestpair: fog(n)/= f(gm) = f(5) =n

si nestpair: f o g(n) = f(g(n)a = f(";l) =n-—-1
fog: N> N
n — n.sinpair
n — lsinimpair
comme f 0g(0) = fog(l) =0 et 0 #1
alors f 0 g n’est pas injective ,donc f n’est pas bijective

Exercice 16

n
3 sin est pair
Soitf: N — Z définie par f(n) = n+1 '
— si non
2

Montrer que f est bien définie et bijective.
Corrigé:
onaf: N—->Z
f(n) = % sinestpair .ou " f(n) =— nTH sin est.impair

e sinestpair 3k € N, n= 2k
2k
fQk)y=""=keZ
e sinestimpair 3k € N,n = 2k + 1
f2k+1)=—2E2=— (k+ 1) €z
Donc f est bien définie

e Sixetx'sontpaires avec x = k et x' = k'



f(x) = f(x) = %:% ok =k

e Sixetx'sontimpaires avec x = 2k + 1 et x' = 2k' + 1

f(x) — f(xl) = I 2k2+2 - 2k2+2 N 2k = 2k = k =k
e Six est pair et x' est impaires

f(x) >0et f(x) <O

x+x = f(x)# f(x")

donc dans tous les cas f est injective

Vy e Z dx € N

e six est pair
f) =5=y'= x=2y

e six estimpair
fo)e="2r=y = —(x+1) =2y 2 x==2y-1>0 5x€eN
donc f est surjective

Donc f est bijective

Exercice 17

Soient f: E — F et g: F — G. Etablir les implications suivantes

a) gof injective = f injective.

b) gof surjective = g surjective

c) gof injective et f surjective = g injective.

d) gof surjective et g injective =f surjective.

Corrigé

a) geof injective = f injective
on suppose : f(x) = f(x") et Mq: x = x'
geof (x) = gof(x)
gof estinjective = x = x'

b) gefsurjective = g surjective
Vz €G,3x € E
z=g°f(0 = glf (] = g®»)
=>VzeG 3y = f(x) €EF
z=91)

c) gof injectiveet f surjective = g injective
soitx € Fety € F. telque .g(x) = g(y)
comme f est surjectiveetque x € F et y € F, alors
da € E, x = f(a) et 3b € E, y' = f(b)
gx) =g90) = g(f(@) = g(f(b))

= g°f(a) = gof(b)

= a=5»
= f(a) = f(b)
= x=y

D'ou g est injective
d) gef surjective et g injective =f surjective



Soity € F alors g(y) € G

or gof surjective alors

Ja € E, g(y) = g°f(a)
g = g(f(@)

comme g est injective alors
y = f(a)

donc Ja € E, y = f(a)

Donc f est surjective
, \/\3 =gy




